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С МЕТАЛЛИЧЕСКИМИ СТЕНКАМИ 1 
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Рассмотрены задачи дифракции собственных волн плоского и 
прямоугольного волноводов с металлическими стенками на иде­
ально проводящих тонких экранах, расположенных на наклон­
ной границе раздела двух сред. Показано, что эти задачи сво­
дятся к краевым задачам для уравнения Гельмгольца или для 
системы уравнений Максвелла в ограниченных прямоугольных 
областях с нелокальными интегральными условиями на части 
границы. Построены конечно-разностные аппроксимации задач 
в ограниченных областях. Для численного решения разностных 
краевых задач использован метод прогонки. 
1 О. Задача дифракции волн на наклонной границе раздела 
сред в волноводе (на диэлектрическом клине) относится к клас­
сическим некоординатным задачам волноводной электродинами­
ки [1]. Различные приближенные методы решения этой задачи 
были предложены в работах [2] (метод поперечных сечений), [3], 
[4] (метод моментов), [5] (метод плоских волн) и [6] . В работе [7] 
А .А . Кириленко и Л.А. Рудь использовали метод полуобращения 
при регуляризации бесконечной системы линейных алгебраиче­
ских уравнений, полученной методом частичных областей . Ана­
логичный метод использован в [8] при решении задачи дифрак­
ции волны на наклонной диафрагме в волноводе (см . также [1], 
§10) . В [9] А.С. Ильинский и А .А . Воронцов исследовали задачу 
дифракции на наклонной границе раздела сред методом инте-
1 Работа 11ыполнена при поддержке фонда НИОКР РТ (грант 05-5.1-
16.2002 (Ф)) 
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гральных уравнений. Этот же метод использован в работе [10) 
при решении задачи дифракции на наклонной диэлектрической 
пластине. В работах (7), (9) проведено сравнение численных дан­
ных , полученных различными способами, и показано, что стро­
гие методы дают существенно лучшие результаты, хотя и более 
трудоемки. 
В данной работе исследуется возможность применения конеч­
но-разностных методов при численном решении задач дифрак­
ции волн в волноводах на наклонной границе раздела сред, в 
том числе, при наличии на ней металлических экранов . При 
этом выделяется ограниченная прямоугольная область в волно­
воде, содержащая неоднородность . Присоединенные к ней по­
лубесконечные регулярные области заменяются на нелокалы1ыf' 
интегральные граничные условия специального вида, связываю­
щие значения искомого решения и его нормальной производной . 
Метод конечных разностей использовали ранее при решении вол­
новодных задач А.Г. Свешников и А .Н. Боголюбов [11), [12] . В 
этих работах полубесконечные регулярные участки волноводов 
также отделяются от сложной области и вместо них рассматри­
ваются парциальные условия излучения. Используемые нами 
интегральные граничные условия были получены при решении 
вспомогательных переопределенных граничных задач в полубес­
конечных областях с условиями Коши на части границы, но они 
имеют тот же смысл, что и парциальные условия . В [11], (12] 
для численного решения систем линейных алгебраических урав­
нений , аппроксимирующих краевые за.дачи, используются ите­
рационные методы . Мы используем метод прогонки даже в том 
случае, когда на границе раздела сред имеются металлические 
пластины . 
Сеточными методам решения уравнения Гельмгольца. в пря­
моугольных областях посвящены работы [13], [14) и др. Отметим, 
что в этих работах рассматривается уравнение Гельмгольца вида 
Ли - k2 и= О, то есть с отрицательным коэффициентом . В этом 
случае у однородных краевых задач нет ненулевых решений и от­
носительно легко удается построить доказательство сходимости 
численного метода (одномерный случай рассмотрен в качестве 
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примера в книге [15) , п. 28.1) . В нашем случае уравнение Гельм­
гольца имеет вид дu+ k2 и= О , поэтому обоснование численного 
метода становится более сложным . 
2° . Пусть z = hx / g, О < х < g - наклонная граница раздела 
двух сред в плоском волноводе с металлическими стенками z = О 
и z = h ; с: 1 и с: 2 - диэлектрические проницаемости среды слева 
и справа от этой границы. На границе раздела сред расположен 
идеально проводящий бесконечно тонкий металлический экран 
z = hx/g , ~ 1 < х < 6 - Предположим, что компоненты поля не 
зависят от координаты у . Рассмотрим задачу дифракции при­





о g х 
Обозначим () угол наклона границы раздела сред, tg () = g / h. 
Пусть it0 (x , z ) - потенциальная функция внешнего поля . По­
тенциальная функция и(х, z) искомого поля в каждой из сред 
должна удовлетворять уравнению Гельмгольца 
д2и д2и дх2 + дz2 + k2(x , z)u =О, (1) 
где при О < z < h 
k2(x , z) = {kбс:1, х < z tgB; kбс:2 , х > ztgB} , 
kб = 1JJ2C:oµoµ, с:о, µо - электрическая и магнитная постоянные. 
Пусть в каждой из сред магнитная проницаемость µ = 1, и вы­
брана зависимость компонент поля от времени в виде exp(iшt). 
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На стенках волновода должны выполняться условия 
и 
и(х, О+ О)= О, и(х, h - О)= О, х Е (-оо, +оо). (2) 
Обозначим Н = 7r/h, 'Pm(t) = sin mHt, 
"{j,m = Jk6E:j - (mH) 2 = 
~{ 
2 00 1 
Kj(t, z) = h L -_-'Pm(t)cpm(z), j = 1, 2. 
m=l lJ,m 
В работе [16] исследована переопределенная задача Коши для 
уравнения Гельмгольца в полуплоскости . Необходимое и доста­
точное условие ее разрешимости устанавливает связь между гра­
ничными функциями . В периодическом случае эта связь может 
быть сформулирована на языке коэффициентов Фурье грани•1-
ных функций . Если решение уравнения Гельмгольца в полупо­
лосе продолжить на полуплоскость, то можно получить следую­
щие утверждения. 
Лемма 1. Если и(х, z) - решение уравнения Ге.11ъмго.лъца в 
полуnолосе { х < О; О < z < h}, удовлетворяющее условия.лt (2) в 
классе решений, уходящих от границы х = О влево, то 
h 
и(О- O,z) = -i ! :~(О- O,t)I\ 1(t, ::)dt, О<::< h. 
о 
Если и(х, z) - решение уравнения Гельмголъца в nолуnолосе {х > 
g; О< z < h}, удовлетворяющее услови.я.лt (2) в классе решений, 
уходящих от границы х = g вправо, то 
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Рассмотрим прямоугольник (О, g] х (О, h] . Из условий сопря­
жения полей при х = О и х = g следует, что 
h 
и(О +О, z) = -i j ~~{О+ О , t)K1(t, z)dt + 2и0 (О - О, z), (3) 
о 
h 
u(g - О, z) = i J ~~ (g - О, t)K2 (t, z)dt, О< z < h. (4) 
о 
Обозначим М = (6,6), N = {0,6) U (6,g). На границе раз­
дела сред вне экрана должны выполняться условия 
и(х +О, hx/g) = и(х - О, hx/g), х Е N, 
ди ди дn (х +О, hx/g) = дп (х - О, hx/g), х Е N, (5) 
д д . в д () причем дn = дх sш - дz cos , а на экране 
и(х +О, hx/g) =О, и(х - О, hx/g) =О, х ЕМ. (6) 
Теорема 1. Зада'Ча дифракции ТЕ-волны на металли'Че­
ском экране, расположенном на наклоиноi1 границе раздела сред 
в плоском волноводе, эквивалент.на краевой зада'Че дл.я уравнения 
Гельмгольца {1} с кусо'Чно-пост.оянным коэффициентом в пря­
моугольнике с грани'Чными условиями {2), {3}, (4) и условиями 
сопряжения (5), {б} па линии раздела сред. 
3О . В работе (17] построена и исследована с помощью аб­
страктной приближенной схемы {18] конечно-разностная аппрок­
симация граничной задачи ( 1)-(6). Аппроксимирующая систе­
ма линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) состоит из из 
(п + 1)2 уравнений : 
Щ+l , k + Щ-1,k 'Uj ,k+l + Щ ,k-1 (k2( ) 2 2) ---~2---+ 2 + Xj,Zk - 2- 2 Щ , k = 0, 
h" h, hx h, 
(7) 
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00 
j, k = 1 .. n - 1, j "# k; 
u;,o =О, u;,n =О , j =О . . п; 
2i Ln А U1 / - Uo / 
uo k = -- 1 • , х 
. h h 
1=0 :с 
'°"' 1Pm,11Pm,k + 2 (О ) Х L..., Uo , Zk , 
m=l /1,т 
k=l .. n-1; 
_ 2i ~А Un,l - Un-1,I 
Un ,k - h L..., 1 h Х 
1=0 r 
00 
'°"' 1Pm,11Pm,k х L..., ' 
m=l /2,m 
k=l .. n-1; 
Uj,k =О, j = k = n1 . . n2; 
и1·+1 k + и1· -1 k . () и1· k+1 +и,· k-1 () 






_ 2(sin0 _ соsО)и· k = 0 hz h , 1 , , j=k=l . . n1-l , n2+l . . n ; (12) 
здесь Xj = jhx, h" = g/n, Zk = kh,, h., = h/n; Uj,k = ·u(xj , zk), 
<f>m,k = <f>т(zk); А1 - коэффициенты квадратурной формулы. 
Для простоты рассуждений считаем, что 6 = Xn 1 , 6 = Xn" 
Отметим, что уравнения (12) получены из условия непрерыв­
ности на границе раздела сред нормальной производной функ­
ции u(x, z). Непрерывность самой функции и(х, z) обеспечена 
тем, что при j = k значения Uj,k используются как предельные 
значения на границе раздела как слева, так и справа. Если ме­
таллический экран отсутствует, то в аппроксимирующей СЛАУ 
уравнений вида (11) нет и в уравнениях ( 12) j = k = 1 .. n. 
4О. Построим модификацию метода прогонки, представляю­
щую собой быстрый алгоритм решения СЛАУ (7)-(12). Основ­
ную идею алгоритма изложим сначала для частного случая за­
дачи, когда металлический экран отсутствует, а среда внутри 
волновода однородна, то есть Е 1 = Е2 . 
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Запишем уравнения СЛАУ (7)-(12) в векторно-матричной 
форме . Пусть uj = (щ,о , ... , Щ,п), j =О . . n - столбцы матрицы 
{ Щ,k}. Тогда краевые условия (9) и (10) можно представить в 
виде 
hхи0 = -В1 (и 1 - и0 ) + 2hхи8, 
hхип = Br (un - u"- 1), 
(13) 
(14) 
где В1, Br - известные матрицы и и8 - заданный вектор, соста­
вленный из значений u0 (0 , zk) · Уравнения (7) перепишем так : 
ui - l = -uj + 1 + С uj, j = 1 .. п - 1, (15) 
где С - трехдиагональная матрица (здесь учтены уравнения(8)). 
Будем искать векторы uj в виде и; = А; и", j = О . . n, где Ai -
вспомогательные искомые матрицы, причем Ап = Е (единичная 
матрица) . Из (14) следует, что лп- 1 = Е - hxB; 1 , а уравнения 
(15) дают рекуррентную формулу 
(16) 
При этом уравнение (13) превращается в уравнение для опреде­
ления un: 
(17) 
Таким образом, метод прогонки сводится к следующим дей­
ствиям : 
1) вычисляем матрицы Br, В1 , В; 1 и С; 
2) находим матрицы Ап, лп- 1 и Aj, j = п - 2 . . О по формуле 
( 16) (прямой ход прогонки); 
З) решаем СЛАУ (17) относительно un; 
4) вычисляем uj = Ajun, j = n - 1 .. 1 (обратный ход прогонки). 
При решении задачи дифракции волны на границе раздела 
сред без экрана (на диэлектрическом клине) уравнения (7) при 
j = k заменяются на уравнения (12). Тогда в алгоритме про­
гонки нужно произвести некоторые изменения . Уравнения (15) 
принимают вид uj-l = C 1 ,;ui+l + C2,;ui, здесь матричные коэф­
фициенты на каждом шаге по j отличаются от матриц -Е и С 
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только несколькими элементами . Следовательно, изменяются и 
рекуррентные формулы (16). Эта корректировка мало влияет на 
общее время счета. При ограниченных ресурсах памяти во время 
прямого хода можно хранить только две матрицы Aj, но тогда 
во время обратного хода нужно будет их перевычислять. 
Если же на границе раздела сред имеется металлический 
экран, то необходимо сделать следующее. Как только во время 
прямого хода прогонки, двигаясь по узлам сетки справа налево, 
мы дойдем до экрана, так в силу (11) пересчет коэффициентов 
при одном из элементов вектора иn прекращается и уравнение , 
соответствующее номеру этого элемента, больше не участвует в 
преобразованиях . При переходе через экран начинается новый 
пересчет, причем значение Uj,j = О в узле на экране, а для зна­
чения 1tj,j-l слева от экрана условий для определения пока нет. 
Введем дополнительный искомый вектор t' из щ ,j _ 1 , его размер­
ность т равна числу узлов сетки, попадающих на экран. Полная 
система уравнений для определения всех неизвестных величин 
получится тогда, когда на левой стороне прямоугольника завер­
шится прямой ход прогонки. Эта система состоит из уравнений 
вида (17) и тех уравнений , которые были получены и оставлены 
без изменений при подходе к "'!Крану слева . Размерность системы 
п + 1 + т. Таким образом, при наличии экрана вместо вектора 
un используется вектор, составленный из пары векторов (un , v). 
Матрицы Ai также заменяются на матрицы большей размерно­
сти, но такой структуры, что во время прямого хода при умно­
жении на них "длинного" вектора ( un, v) до экрана не меняются 
компоненты v, а после экрана - соответствующие компоненты 
un. 
Метод прогонки в различных частных случаях реализован в 
виде набора библиотечных модулей языка Object Pascal в среде 
разработки приложений Borland Delphi. Проведены контрольные 
расчеты . 
50 . Аналогичный метод может быть использован для реше­
ния задачи дифракции электромагнитной волны на наклонном 
металлическом экране в прямоугольном волноводе с металличе-
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Пусть стенки волновода расположены в плоскостях х = О, 
х =а , у= О , у= Ь декартовой системы координат, и плоскость 
z = х tg 01 +у tg 82 разделяет волновод по сечению Р на две части , 
левую и правую, с различными диэлектрическими проницаемо­
стями сред Е±. На границе раздела сред расположен идеально 
проводящий бесконечно тонкий экран М . Нужно найти поле, 
образующееся при дифракции электромагнитной волны, набега­
ющей на М. 
Пусть с = sup {z 1 (х, у, z) Е Р}. Тогда четырехугольник Р 
расположен внутри параллелепипеда Q = {О < х < а, О < у < 
Ь, О < z < с}. Рассмотрим вспомогательную граничную зада­
чу для полубесконсчной части волновода w+ : z > с . Нужно 
найти уходящие на бесконечность решения системы уравнений 
Максвелла 
rot Н = iwEoE Е, rot. Е = iwµ 0µ Н 
в области w+, удовлетворяющие граничным условиям 
Ех = О, Ez = О при х = О, х = а; 
Еу = О, Ez = О при у= О, у= Ь, 
( 18) 
( 19) 
Ет(х , у , с)= е(х, у), Нт(х, у , с)= h(x, у), (20) 
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где Ет , Н т - касательные составляющие вектор-функций Е, Н 
на плоскости z =с. 
Лемма 2. Ес.11и задача (18)-(20} имеет решение в к.11ассе 
решений, уходящих на бескоечностъ, то 
а Ь 
е(х, у)= j j K(s, t ; х, у) h(s , t) ds dt, 
о о 
K(s , t ;x,y) = {_i_ь K;j(s,t ;x,y)} 
(<}Eot:a i.j:l ,2 
'°' '°' 1 ?Тn 7Тm K11(s,t;x,y) = - цц---- -b-l"nm(s,t)Фnm(x,y) , 
n m /nm а 
{1) 
K12(s,t;x,y) = - LL /':т (k 2 - (7Тan) 2}Фnm(s,t)Фnm(x , y), 
n m 
.. '°' '°' 1 ( 2 (7rm)2) /\21(s , t; х, у)= цц - k - -Ь- l"nm(s , t) l"nm(x, у), 
n m /'nm 
, '°' '°' l 7rn 7rm l\22(s,t;x,y) = цц-- -b-Фnm(s,t)<pnт(x,y) , 
n m /nm а 
. 7rns 7rmt 
<f'nm(s ,t) = sш---;- cos -Ь-, ?Тns . ?Тmt 1/Jnm(s , t) = cos 7 sш -Ь-' 
Здесь значения радикала вычисляются по тем же правилам, 
что и в скалярном случае . Доказательство может быть получе­
но из необходимого и достаточного условия разрешимости пере­
определенной задачи Коши для системы уравнений Максвелла 
в полупространстве [20) . Аналогичное утверждение имеет место 
для полубесконечной области w- : z < О 
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Задача дифракции на металлическом экране сводится к гра­
ничной задаче для системы уравнений Максвелла в параллеле­
пипеде. На границе раздела сред Р должны выполняться обыч­
ные граничные условия и условия сопряжения : касательные со­
ставляющие вектора Е равны нулю на М; касательные соста­
вляющие векторов Е и Н непрерывны на Р\М . 
Теорема 2. Зада'Ча дифракции 'На мета.лли'Ческом экране 
э?Свивалентна гранично1l задаче для системw уравнениiJ. {18) в 
области Q {npu Е: = 1::_ слева от Р и Е: = с+ справа от Р) в 
классе уходящих н.а бескон.ечность решений с условиями {19) на 
бо?Совых стен?Сах, с нелокальнъ~ми интегралънъ~ми граничны.ми 
условиями вида {21) на стенках z = О и z = с и с условиями 
соnря:нсения на прямоугольнике Р. 
Построена и частично исследована разностная схема, ап­
проксимирующая граничную задачу для системы Максвелла с 
кусочно-постоянным коэффициентом в параллелепипеде. 
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